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Abstract 
Reverdy-Vilotitch, F., La reconstruction au sens de Ulam de certaines multirelations binaires, 
Discrete Mathematics 93 (1991) 89-95. 
In this note we prove that every binary relational structure (Ri)i E I on a finite set having at 
least 7 elements is (- 1) reconstructible whenever some Ri is a linear ordering. 
1. Introduction 
Soient R et R’deux relations sur un m$me ensemble E (leur base) et de m8me 
arite. Nous dirons que R et R’ sont (- 1) reconstructions l’une de l’autre (ou 
reconstructions au sens de Ulam l’une de l’autre) si, pour chaque element x de E, 
les restrictions R r nIXIet R’ r n{xj sont isomorphes. Nous dirons qu’une relation 
est (-1) reconstructible si elle est isomorphe B toutes ses (-1) reconstructions. 
D’apres Stockmeyer [8], il existe des relations binaires, de base arbitrairement 
grande, qui ne sont pas (-1) reconstructibles. Par contre, etendant la notion de 
(- 1) reconstructibilite aux multirelations binaires (une multirelation binaire est 
une suite (Ri)iE, de relations binaires sur le meme ensemble E), nous prouvons ici 
le resultat suivant, suggere par M. Pouzet: 
TMo&me. Toute multirelation binaire (Ri)i,l de base finie d’au moins 7 Mments 
est ( - 1) reconstructible d&s que l’une des Ri est une chaine. 
La notion de reconstructibilite a d’autre part et6 etendue de la maniere 
suivante: deux relations R et R’ de meme base E et de m$me arite sont (-p) 
reconsfructions l’une de l’autre si, pour chaque partie X de E a p elements, les 
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restrictions R 1 E\x et R’ 1 a sont isomorphes; elles sont (p) reconstructions I’une 
de l’autre si ce sont les restrictions R r x et R’ r x qui sont isomorphes; enfin elles 
sont reconstructions l’une de l’autre si les restrictions R 1 x et R’ r x sont 
isomorphes pour chaque partie X stricte de E. Chacune de ces definitions donne 
lieu a une version de reconstructibilite, par exemple nous disons que R est 
reconstructible si elle est isomorphe B toutes ses reconstructions. 
Rappelons le resultat de Lopez [S] disant qu’une relation binaire de base finie 
ayant au moins 7 elements est reconstructible, ainsi que son corollaire: toute 
relation binaire est (-6) reconstructible d&s que sa base finie possede au moins 12 
elements. 
Mentionnons enfin que d’apres Pouzet [6], il existe des relations, d’arite 
superieure ou egale a 3, de base finie arbitrairement grande et non reconstruc- 
tibles. Pour plus de details sur les relations et leur reconstruction se reporter 
respectivement B [2] et [ 1,3-41. 
2. Applications Z-adherentes B une famille de permutations d’un ensemble 
La preuve de notre resultat est basee sur le lemme suivant: 
Lemme. % &ant une chaiize finie d’au moins 7 elements, soit up une permutation 
de C et (rpx)x E C la famille des isomorphismes d’ordre de C\(x) sur C\{ go}. 
Pour tout (a, b) de [Cl’, on peut trouver une suite x1, x2, . . . ,x2k+l d’elements de 
C telle que 
Notre resultat est en effet, motive par les considerations suivantes dues a 
Pouzet (et mention&es en [7, p 2351). Soient R = (Ri)i,r et R’ = (RJ),,, deux 
multirelations binaires, de meme base finie E ii n elements. Si R = (Ri)iEI et 
R’ = (Rj)i,, sont des (- 1) reconstructions l’une de l’autre, on a pour chaque x de 
E, une permutation ~3x de E\(x) telle que qx (a) Rltpx (6) si et seulement si a Ri 
b, ceci pour tout a et b differents de x et tout i de I. Si on peut trouver une 
permutation 43 de E satisfaisant la condition suivante: pour chaque a et b de E il 
existe une suite x1, x2, . . . , xzk+ 1 d’elements de E de sorte que 
43 XZk+l O ($Q * l l O TX,’ O %, r {a,b} = v r {c&b}* 
alors cette permutation q est en fait un isomorphisme de R = (Ri)i,l sur 
R’ = (R()i,,. 
D’une man&e plus g&r&-ale, si on se donne une famille Cp = (qQxEE de 
permutations qx de E\(x), on peut se demander s’il existe une permutation QI de 
E satisfaisant la condition ci-dessus. Une telle permutation v de E sera dite 
2-adherente i <P. Si done R = (Ri)ie, et R’ = (Rf)i,, sont (- 1) reconstructions 
t’une de 1 uuLlk 3ullJ cILLb IoVIIIVL~~I~~, I’.xm.tra L’CI~C Atrn ‘;w,mfi,-fih~~ (et on sait d’apres Stockmeyer qu’il existe 
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de telles multirelations binaires) la famille Q, = (v~)_~ des permutations de 
E\(x) definies plus haut n’a pas de permutation 2-adherente. Reciproquement, si 
Q = (Q&)X& est une famille n’ayant pas de permutation 2-adherente, il existe 
deux multirelations R et R' sur E telles que: 
(i) Pour chaque x de E, qx est un isomorphisme de R 1 n{xl sur R' 1 aIxj, 
c’est-a-dire R et R' sont (- 1) reconstructions l’une de l’autre. 
(ii) R et R’ ne sont pas isomorphes. 
En effet, considerons sur E x E la plus petite relation d’equivalence % pour 
laquelle les couples (a, b) et &lo Q)y (a, 6) sont equivalents (y $ {a, 6); x $ 
{rp,(a), q,(b)}). On note JL &, . . . ,Rk les classes d’equivalence de %K Ce sont 
des relations binaires. On d&nit egalement de man&e analogue la relation gp’ 
sur E x E pour laquelle les couples (a, b) et QI~O go;’ (a, b) sont equivalents. On 
fait alors la remarque suivante: si (u, v) et (u’, 2~‘) ne sont ~3s equivalents 
module F, alors pour tout x $ {u, v} et tout y $ {u’, v’}, QD,(U, V) et ~&A’, II’) 
ne sont pas equivalents modulo %‘. On numerate alors les classes d’equivalences 
de 8’ de la man&e suivante: H’ &ant une classe de F, son numero est i s’il 
existe (u, V) E Ri et x $ {u, u} tel que qA(u, V) E H’. Les classes d’equivalences de 
%’ peuvent alors s’ecrire: RI, R;, . . . , R; et il est facile de voir que pour tout x de 
E, qx est un isomorphisme de R 1 a{x) sur R’ 1 m{x) oh R = (Ri)i=l,___,k et 
R’ = (Rf)i=, ... ,&. De plus R et R ’ ne sont pas isomorphes car tout isomorphisme 
q de R sur R’ devrait &re 2-adherent a Qi. 
Une faGon simple d’obtenir une famille @ consiste a prendre 2 cha?nes C et C’ 
sur le meme ensemble fini E. Pour chaque x de E, ~3~ sera l’unique isomorphisme 
de C r A(x) sur C' 1 n{rj. On peut alors, dans ce cas, faire les remarques 
suivantes: 
Si q est 2-adherente 5 @ elle est unique car ce doit etre l’unique isomorphisme 
d’ordre de C sur C’. 
11 n’est pas clair a priori, que l’unique isomorphisme d’ordre de C sur C’ soit 
2-adherent B @. (En fait c’est faux pour n d 4, nous fournissons des contre- 
exemples a la fin de cette note). Nous prouvons ici que c’est vrai pour n 2 7. Ceci 
decoule du lemme. En effet, considerons le lemme applique B la chame C sur E 
et a la permutation q-l qu’on notera 1~. En reprenant les notations du lemme, 
on obtient: Pour tout (a, 6) de [Cl’ il existe une suite xl , x2, . . . ,x2&+ 1 
d’elements de C telle que: 
Posons alors ax l’unique isomorphisme de C 1 n(x) sur C’ r n{q(2)} (on a done 
pour a # x q(a) = a;(a)). 11 suffit alors de remarquer qu’ on a: tpx = t.~~(~p I/J~ 
pour obtenir le resultat suivant: 
Pour tout (a, 6) de [Cl’, il existe une suite d’clements de C: X, , x2, . . . ,x2&+ i
telle que: 
43 XZk+l 
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De Ia decoule le theoreme. Dans l’egalite precedente qX designait l’unique 
isomorphisme de C 1 a{x) su C’ 1 E\{x). Dans le paragraphe suivant ~3~ designera 
l’unique isomorphisme de C 1 n{xl sur C r n{ v,(x)j. 
3. Demonstration du lemme 
On note C = { 1,2, . . . ,n }. Considerons un element de [Cl’, c’est-a-dire un 
couple (a, b) avec a < 6. On peut 
(1) S’il existe un element i > b 
obtient le m+me resultat avec 
V(i) E Ia, w- 
alors faire deux remarques: 
tel que rp(i) > b dOrS QIi 1 {a,6) = Id r {a,b). (On 
i <a tel que q(i) C a ou i E ]a, b[ tel que 
(2) Sib<n/2ousia>n/2+1 alors on peut trouver un element i de C tel que 
9% r (u.6) = Id r {&}. (En effet dans le cas b < n/2, il suffit de remarquer qu’il y a 
plus de n/2 elements de C strictement superieurs a 6. Or 43 &ant une bijection, il 
existe un element i > b tel que q (i) > b et d’apres la remarque (1) on a le 
resultat. On pro&de de meme dans le cas a > n/2 + 1). 
Dans toute la suite, (a, 6) sera un couple de [Cl’ qui satisfait aux 3 conditions 
suivantes: 
l 6 3 n/2 et pour tout i > 6, q(i) G b. 
l aQz/2+1 et pour tout i<a, cp(i)aa. 
l Pour tout i E ]a, b[, q(i) $ ]a, 6[. 
Nous allons faire un raisonnement par recurrence sur r = b - a. 
Premiiire &ape r = 1: Nous distingons deux cas suivant la parite de n. 
Gas or.4 n est pair: 
D’apres ce que nous avons vu plus haut, et en remarquant que a et b jouent 
des roles similaires, il nous faut examiner 2 cas: 
(1) (a, b) = (n/2 - 1, n/2). 
(2) (a, b) = (n/2, n/2 + 1). 
Dans le premier cas, comme pour tout i > 6, q(i) G 6, on a en fait: 
q${i > 6)) = {i s 6) et done pour tout i s b, q(i) > b. On considere alors 
i < a, j > b tel que q(i) = b et k > b tel que q(k) Q a - 1 (ce qui est possible car 
n 2 6), et on constate que qk 0 q,rl 0 Qli r {a,6j = Id 1 {a,6j. 
Dans le deuxieme cas, on considere i < a tel que q(i) 3 6 (n 2 6) et i 3 b tel 
que q(i) < a - 1 (si un tel i n’existait pas, cela voudrait dire que pour tout i 2 6, 
V(i) 2 a - 1 done que q({i>b}) = {a - 1, a, b} et que q(b) > 6; mais dans ce 
cas, il existerait un element x < a tel +ie f~+) < a - l), et on constate que 
q,F’opli(a)=a-2 et qj’10qi(b)=b-2. 
D’apres la remarque (2), on sait qu’il existe k tel que cpk(a - 2) = a - 2 et 
qk(6 - 2) = 6 - 2. On considere alors I c a - 1 tel que cp(l) > a et m 2 b tel que 
q(m) <: a et on constate que: 
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Gas m n est impair: 
Ici un seul cas a examiner (a, 6) = (n + l/2 - 1, n + l/2). 
S’il existe j > b avec cp( j) = b, on considere i > b tel que q(i) < a et k c a tel 
que q(k)>b et on a: 
(pi0 (go (Pk r {a,b} = Id r {a,b}* 
Si pour tout j > b, rp( j) s a, on peut affirmer que q(b) 3 b. On choisit alors 
i>btelqueq(i)<aetk<atelqueq(k)>betona: 
Deuxiiime &ape. On suppose que si b - a C r on peut trouver il, . . . ,iz+* tels 
que 
et on considere (a, b) avec b - a = r. 
Soit a E ]a, b[; supposons &a) s a et a 23. (Si q(a)>b et bun-2, on 
procedera de mCme). On a q&(a) = a + 1 et q,(b) = b et d’apres notre hypothese 
de recurrence, on peut trouver il, . . . ,i2k+l tels que 
qT1 0. l 00 vi,’ 1 {u+l,bJ = Id 1 ‘2k+1 {u+l,b}* 
Or s’il existe i s a tel que q(i) E ]a, b[ alors qi(a + 1) = a et vi(b) = b et on a 
Vi0 cptz+, o l l l o vi,’ o (pa r {u,6l = Id 1 {u,bl. 
si un tel i n’existe pas, c’est-a-dire si pour tout i d a, q(i) $ ]a, b[ et done pour 
tout i s a, q(i) = a ou v(i) 2 b, on peut trouver i da tel que q(i) 2 b(a 3 3) et 
on a vi(a + 1) = a et vi(b) = b - 1. D’apres notre hypothese i existe ii, . . .’ - 912k’+l 
tel que 
@’ k?k*+t oo . 00 Cp,;’ 1 {+_l} = Id r {u.b-1). 
On considere alors j 2 b tel que q(j) = a! et on constate que: 
II nous reste a examiner les cas (a, b) = (2~2 - 1) et (a, b) = (1, n). 
Dans le cas (a, b) = (2, n - l), on remarque que comme n 2 7 et comme 
rp(cu)$]a,b[ pour a~]a,b[, on a (l,a}~~({a~]a,b[}) ou (b,n)rq({c~ 
1% w 
Si (1, a) c q((cu Ela, b[)) on choisit a E ]a, b[ tel que g~( (u) G a et i s a tel que 
V(i) E Ia9 bKn 37) et on remarque que qm(a) =a + 1 et q,(b) = 6, et ?ue 
qi(a + 1) = a et vi(b) = b. D’apres l’hypothese de recurrence, il existe 
. . . 
11, 129 l l l ,l2k+l tels que 
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et on a done: 
Si{S, n} E ~({cr E In, b[}), on pro&de de la mSme facon. 
Dans le cas (a, b) = (1, n), puisque n 2 7, il existe au moins 5 elements a de 
]a, b[ et il en existe done un qui a son image par q dans ]a, b[ ce qui est contraire 
a nos hypotheses. 
4, EXCW$S de birelations binaires de base E; non reconstructibles dans le cas 
oacardE=>ehardE=4 
n==3:C={1<2:3), C’={2<1<3}; 
R = {(I, 2), (L3)); 
R’ = {(I, 2), (2,3)}; 
q(l) = 2, q(2) = 1, q(3) = 3. 
R: 
1 2 3 
R' : 
2 
.e+> 
Fig. 1 
n=4:C={1<2<3<4), C’={2<1<4<3}; 
R = {(I, 2)) (I, 3)) (29 4), (394); 
R’ = {(1,2), (2,3), (39 4), (I, 4); 
q(l) = 2, (p(2) = 4, (p(3) = 1, (p(4) = 3. 
2 1 4 3 
R' : .~-o-o 
Fig. 2 
5. Problbmes ouverts 
Nous ne savons pas si une multirelation binaire de base finie ayant 6 elements 
est reconstructible des que l’une de ses relations est une chaine. Dans le cas de 5 
elements Chantal Combe a montre que la reponse est positive (communication 
personnelle). 
Peut-on etendre le theoreme au cas d’une multirelation de base finie 
R = tRi)is19 dans laquelle l’une des Ri est une chaine et les autres relations sont 
de mSme arite superieure ou Cgaie ;i 3?. 
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